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RESUMO

O maior desafio associado ao uso de materiais compositos reforcados com fibras
vegetais consiste na sua alta sensibilidade a influéncia de agentes ambientais,
especialmente a umidade. O objetivo desse trabalho foi estudar o comportamento
andémalo da difusdo de agua em materiais compdésitos refocados com fibras vegetais
usando o modelo de Langmuir. Para a solucdo analitica foi utilizado a técnica da
transformada de Laplace. Resultados da cinética de absorcdo de agua e a
distribuicdo de concentracdo de moléculas livres e aprisionadas ao longo do
processo de umidificacdo de compadsitos poliméricos reforcados com fibras de Caroa
foram apresentados e comparados a dados experimentais do teor de umidade para
estimativa do coeficiente de difusdo de massa. O modelo foi considerado efetivo
para descricdo do fendbmeno permitindo um melhor entendimento a respeito dos
efeitos e mecanismos de migracdo de umidade no interior do material.

Palavras-chave: transformada de Laplace, modelo de Langmuir, absorcdo de agua,
fibras vegetais.

INTRODUCAO

A utilizacdo de fibras vegetais como reforco em materiais poliméricos em
substituicdo as fibras sintéticas teve um acelerado crescimento permitindo a
fabricacdo de materiais verdes, com alto valor agregado e importantes
caracteristicas como: baixo custo, baixa densidade, alta tenacidade, baixa
abrasividade, biodegradabilidade, além da sua ampla disponibilidade que aumenta
sua demanda em muitas aplicacdes, principalmente aquelas onde o custo é fator

mais importante do que a resisténcia(-3).
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No entanto, apesar da sua atratividade, as fibras vegetais sdo muito sensiveis
a influéncia de agentes ambientais externos. Fatores como a umidade e temperatura
sdo prejudiciais devido a natureza polar e hidrofilica das fibras. A fibra vegetal
proporciona um elevado nivel de absorcdo de umidade, que por sua vez atua como
um plastificante e torna a impregnacdo do polimero mais dificil, causando fraca
adesao fibra-matriz, levando a tensdes internas, porosidade e falhas prematuras do
sistema(*3).

Diversos resultados sobre a cinética de absorcdo de agua e/ou umidade em
sistemas compa@sitos apresentando solug¢des analiticas e numéricas podem ser
encontrados na literatura®®). Principalmente para fibras vegetais, € importante que
se conheca o comportamento de migracdo de umidade no interior do material e se
determine o seu teor de umidade em qualquer instante do processo, de forma que o
uso destas seja viavel para reforco de materiais compoésitos. Contudo, em sua
grande maioria 0 modelo de difusdo de Fick é o mais utilizado, deixando uma
oportunidade para que novos modelos possam ser estudados no intuito de explicar
certos fenbmenos que ocorrem durante o processo de absorcdo de agua, como por
exemplo, desvios entre os resultados experimentais e preditos pela lei de Fick,
principalmente na etapa final do processo.

No modelo de Langmuir o comportamento ndo-Fickiano da absorcdo de
umidade pode ser explicado quantitativamente assumindo que a absorcdo de
umidade consiste em duas fases, uma fase livre e outra aprisionada. Portanto, o
processo de difusdo é descrito pela mesma equacdo de difusdo de Fick, sendo
modificada apenas pela adicdo desses dois parametros. Dessa forma, o modelo de
Langmuir se apresenta como um modelo mais completo para a descricdo do
importante fenbmeno de absorcdo de umidade por parte de compdsitos reforcados
por fibras vegetais que afeta diretamente a resisténcia mecanica desses materiais®-
8).

Nesse sentido, o objetivo deste trabalho foi estudar o comportamento anémalo
da difusdo de umidade em materiais compdsitos reforcados por fibras vegetais
usando o modelo de Langmuir em uma abordagem unidimensional, em regime
transiente e considerando as propriedades termofisicas constantes. Esse estudo
pode auxiliar no entendimento a respeito dos efeitos e mecanismos de migracao de
umidade, permitindo que engenheiros e pesquisadores tomem as decisOes corretas

na escolha dos materiais para aplicacdes especificas.
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MODELAGEM MATEMATICA

Para o modelo fisico foi considerado uma placa de espessura conhecida 2a,
imersa em um soluto fluido (dgua), contido em um recipiente de espessura (21 +2a)
(Figura 1). A absorcdo de umidade foi analisada considerando as seguintes
hipoteses: O material € considerado homogéneo e isotrépico; o coeficiente de
difusdo de massa é considerado constante; o solido & considerado simétrico em
relacdo ao centro da placa; o processo é transiente; ndo ha variacdo nas dimensoes
do material durante o processo de difusédo; o transporte capilar através do sélido é
considerado desprezivel; o sélido é considerado completamente seco no inicio do
processo e, finalmente, existe condicdo de equilibrio com o meio exterior na

superficie do sadlido.

Figura 1 - Representacdo geométrica para o modelo fisico em uma abordagem unidimensional.

Considerando as hip6teses relatadas acima, a equacdo de Langmuir escrita em

coordenadas cartesianas, é descrita como segue:

2
ac_po*c_as &)
ot ox2 ot
onde,
oS
— =AC—-uS B
- u (B)

Na equacao (A), 4 € a probabilidade de uma molécula de agua livre tornar-se

aprisionada, x € a probabilidade de uma molécula aprisionada se tornar livre, D é o
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coeficiente de difusdo de moléculas livres, C € a concentragdo de moléculas livres e
S representa a concentracdo das moléculas aprisionadas no interior do material.
Para o problema proposto foram consideradas as seguintes condi¢des inicial e de
contorno:
e Condicao inicial:
S=C=0, -a<x<a, t=0 ©)

e Condicdes de contorno:

19€_3p%C, xia, t>o0 (D)

ot 0X
onde | representa a distancia entre a superficie do sélido e o topo ou a parte inferior
do tanque. De acordo com a equacéo (D), assume-se que a taxa de soluto que sai

da solucao é igual ao fluxo difusivo na superficie da placa.
SOLUCAO EXATA

Nessa pesquisa, as solucdes analiticas para as equacdes (A) e (B) foram
obtidas através do método da Transformada de Laplace, que consiste em converter
uma equacéo diferencial parcial em uma equacdo diferencial que possa ser
resolvida com maior facilidade. Em seguida calcula-se a inversa da transformada
para obter a funcdo original do problema(®-10),

Dessa forma, aplicando esse método nas equacgdes (A),(B) e considerando as
condicdes de contorno propostas para o problema, obtém-se a seguinte equacao:

o%C

——+k’C=0 (E)
OX
onde,

A

K2—_P|PrR+A
D ( p+p z

A solucéo da equacéo (E) € dada por:

C = F(p) cos(kx) (G)

A funcdo F(p) é determinada pelas condigcbes de contorno e é escrita da

seguinte forma:
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IC
F(p) = 0
®) plcos(ka) —kDsen(ka) (H)
Entao,
Co IC,cos(kx)

plcos(ka) — kDsen(ka) 0]

A transformada inversa da equacao (l) ndo é trivial, desse modo, foi utilizada a
técnica de fracBes parciais como proposto na literatura®. Finalmente, realizando
todo o formalismo matematico proposto por Crank (1979) obtém-se a transformada
inversa de C. Considerando as condi¢cdes de contorno, o dominio da fungédo e
fazendo as devidas simplificacbes obtém-se a equacéo final de C que indica a
concentracdo de soluto livre dentro do solido durante o processo de absorcédo de

agua. A equacao é escrita da seguinte forma:

Coxt) - IC, i C, cos(k,,x)eP
e 2
n=1Cos(kna) 1+1+ HA 5 ngaz + pg + 2 <)
[, +1)?)]| 20%2 22D " 2

+
I +(R+Da
onde pn e Kn s&0 os autovalores e C, representa a concentracao inicial do soluto na

solugcdo. A expressao para S foi obtida através da equacao (B) e sua transformada
inversa foi calculada de forma analoga a equacéo (E). A equacéo final de S indica a

concentracéo de soluto aprisionado no sélido, escrita da seguinte forma:

S(X,t)=[kJIC—° i( A j C, cos(k,x)e®"

= +
p)l+(R+Da =p,+u 2
i cos(k,a)1+|1+ HA Ipra 4 Pno 8 (K)
(Pny)? | 2D%k7  2kiD 2

A umidade total no material em uma posi¢cdo especifica X num instante t é

encontrada a partir da soma da quantidade de soluto livre e a quantidade de soluto
aprisionado, de acordo com a seguinte relagéo:
M=S+C (L)

Assim, o teor de umidade médio do solido é dado por:
— 1 17
M==|MdV =— [ Mdx
V-[ 2a_-[31 (M)

onde, V corresponde ao volume do sdlido.
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Dessa forma, apos a realizacdo da integracdo da equacao (M), a equacéao final
para o teor de umidade difundido através do material € dado como segue:

o0 pnt
ﬂzl_z (:|.+Ot)e2
Moo g, lpfa  p,  a (N)
(P, +1)* ] 2D%k;  2kaD 2
onde:
|
*“RiDa ©)
_c,
T (1+a)a P)

Na equagéo (N), M, corresponde a quantidade total de soluto, ambos livres

para a difuséo ou imobilizados para um dado tempo t, M_ corresponde a quantidade

no equilibrio final obtido apés um tempo infinito e R = % Os termos pn € kn juntos

formas pares de autovalores e tem como finalidade refinar o célculo e aproximar os
resultados, logo, quanto maior a quantidade de autovalores mais preciso se torna o
resultado analitico. Eles correspondem as raizes do sistema e sao obtidas através

da equacao descrita a seqguir:
Py _
D - kn tan(k,a) Q)

onde, os valores de kn sdo dados pela equacéao (F).
Para essa pesquisa foram desenvolvidos dois cédigos computacionais na
plataforma Wolfram Mathematica®, sendo um para obter os autovalores pn € kn, €

outro para a obtencéo dos valoresde C, Se M,.

APLICACAO A UMIDIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS REFORCADOS
COM FIBRAS DE CAROA

Nesta pesquisa o processo de difusdo de agua em compdsitos poliméricos
reforcados com fibras de caroa foi analisado unidimensionalmente na dire¢cdo da
espessura. O compoésito estudado, com largura e comprimento muito grande
comparados com a espessura, esta totalmente imerso em um meio puramente

aquoso de tal forma que a agua penetra apenas na direcdo da espessura.
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Para validacdo do modelo, os resultados calculados para o teor de umidade
médio foram comparados com dados experimentais relatados na literatura® onde a
mesma analisou a absor¢cdo de agua em compaositos na forma de um paralelepipedo
(20,0mm x 20,0mm x 3,0mm), na temperatura ambiente. Desta comparacao,

estimou-se o coeficiente de difusdo de massa e as probabilidades » e 1, do

modelo, usando a técnica do erro quadratico minimo, dado pela equacéao:
L = 2
ERQM = Z[Mt - Mexperimental] (R)
i=1
onde n € o nimero de pontos experimentais.
Os resultados foram plotados em funcdo de um parametro adimensional

Dt

FO:W, denominado numero de Fourier modificado para transferéncia de
+1)a

massa. A Tabela 1 apresenta os parametros geométricos usados na simulacao.

Tabela 1. Pardmetros geométricos usados na simulagéo.

Parametro | Valor
I (m) 0,3
a (m) 0,003

RESULTADOS E DISCUSSOES

A previsao do teor de umidade em materiais compadsitos ao longo do tempo é
particularmente importante, pois a partir dos resultados obtidos é possivel prever
quais areas sao mais suscetiveis a tensfes causando fissuras e deformacdes,
diminuindo consequentemente a qualidade do produto®, assim como a reducgéo das
propriedades mecanicas dos mesmo.

A Figura 2 ilustra a comparacao entre os dados previstos e experimentais para
o teor de umidade médio obtido durante a absorcdo de a&gua em compdsitos
poliméricos reforcados com fibras de Caroa. A partir da analise do grafico pode-se

observar uma boa concordancia entre os resultados, com um erro quadratico médio

de 0,047467 (kgégua . A partir desta comparacgédo, foram estimados o

2
kg sélidoseco ]

coeficiente de difusdo massica e as probabilidades relatadas na Tabela 2.
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Tabela 2. Parametros fisicos estimados.

Parametro Valor
D(m2s?1)  7,02x107*?
p(st)  1697x10°°
A(sY)  0836x10°°

A partir desses valores foram encontrados 30 pares de autovalores mais um

par de raiz imaginaria para a solucao do problema.

Figura 2. Comparacéao entre os dados preditos e experimentais do teor médio de umidade dos

compositos poliméricos reforcados com fibra de Caroa durante o processo de absorcéo de agua.
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Na Figura 3 encontra-se ilustrado o grafico referente a variacdo da
concentracdo de soluto livre ao longo da espessura do sélido, dada por meio da
relacdo C/Co, onde Co representa a concentracao inicial do soluto no meio fluido. A
partir da analise do grafico, verifica-se que para tempos curtos a variacdo de
concentracdo é grande proximo a superficie do material, isto €, ha elevado gradiente
de concentragéo da agua livre nessa regidao. Com o aumento do tempo, essa relacao
tende a se aproximar de 1, atingindo o equilibrio higroscépico (saturacao), devido a
maior absorcdo de agua. Assim, em qualquer ponto no interior do sdlido, o teor de
umidade aumenta com tempo até atingir o estado de equilibrio, ou seja, seu ponto

de saturacao.
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A Figura 4 mostra o gréfico para a variacdo das moléculas aprisionadas ao
longo da espessura do material. Baseado na andlise do gréfico € possivel observar
gue o aumento no teor de moléculas presas depende do aumento da concentracao
de moléculas livres no material. Contudo, os maiores gradientes de concentracéo de
dgua aprisionada também sdo encontrados nas proximidades da superficie do
sélido. Para tempos maiores, ou seja, quando existe uma maior a quantidade de

moléculas livres no interior do material maior serd& o numero de moléculas

- : L _— - 0S
aprisionadas e isto ocorre até atingir o equilibrio. Essa condigdo ocorre em E=O,

ou ainda, AC =pS, que implica em: S =(&]£ = & para t —» .
C, )G

O comportamento observado no inicio do processo de absorcdo €
principalmente Fickiano, ou seja, as moléculas de agua estdo no seu estado “livre”,
no entanto, quanto mais a umidade é absorvida, a taxa de difusdo diminui. Esse fato
pode ser explicado por dois fenbmenos: a) Quanto mais agua absorvida mais
moléculas séo ligadas as cadeias do polimero, diminuindo a quantidade de 4gua que
pode ser absorvida e b) a taxa de relaxamento torna-se maior do que a velocidade

de difusdo, controlando o restante do processo(”.

Figura 3. Distribuicdo da concentracdo de moléculas livres ao longo do material para diversos

instantes do processo (em termos do niumero de Fourier modificado para transferéncia de massa).
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Figura 4. Distribuicdo da concentracéo de moléculas aprisionadas ao longo do material para diversos

instantes do processo (em termos do numero de Fourier modificado para transferéncia de massa).
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Do ponto de vista fisico é importante analisar quantitativamente o que acontece
com a solucdo geral para valores extremos da probabilidade x que corresponde a

reacdes muito rapidas ou muito lentas. Quando x € muito grande comparado a 1, a

reacdo € muito rapida quando comparada com a difusdo. Ou seja, o conteudo
imobilizado esta em condicdo de equilibrio com o conteudo livre para difundir dentro
da placa, assim, o processo € controlado apenas por difusdo. Por outro lado, se

u#—0, a reacdo € infinitamente lenta, o so6lido acomoda, por difusdo simples,

apenas a fracdo de soluto que pode se difundir livremente e nenhuma no estado
imobilizado. Além disso, para o caso onde D € muito grande, a difusdo é tdo rapida
que a concentracdo das moléculas livres e presas torna-se uniforme através do

s6lido durante o processo de absor¢do de agua®?.
CONCLUSOES

O modelo matemético utilizado descreve adequadamente o processo de
difusdo de agua no interior dos materiais compoésitos apresentando uma boa
concordancia com os dados experimentais de umidificacdo de compdsitos
poliméricos reforgados com fibra de Carod. Todos os resultados obtidos foram
apresentados na forma adimensional visando uma andlise matematica mais geral. A
partir da analise dos resultados, concluiu-se que a absorcdo de agua é rapida nos

estagios iniciais e tende a decair por longos tempos de exposicéo até atingir o ponto
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de equilibrio. Os gradientes de concentragdo sdo maiores na superficie do material e

7z

guanto maior a concentracdo do soluto livre maior € a concentragcdo de soluto

imobilizado encontrado no interior do compadsito polimérico.
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ANALYSIS OF NON-FICKIAN WATER DIFFUSION IN VEGETABLE FIBER-
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ABSTRACT

The main advantage associated with the use of composite materials reinforced by
vegetable fiber is the high sensitivity to the influence of environmental agents,
especially moisture. The aim of this work was study the anomalous behavior of water
diffusion in vegetable fiber reinforced composites materials using the Langmuir-type
model. For analytical solution was used the Laplace transform technique. Results of
the absorption kinetics and concentration distribution of water free and trapped within
the material along the process of water uptake of Carod fiber-reinforced polymer
composite are presented and analyzed. The model was considered effective to
describe the phenomenon allowing a better understanding of the effects and

moisture migration mechanisms within the material.

Key-words: Laplace transform, Langmuir-type model, water absorption, vegetable
fiber.
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